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Birinci Basim I¢in Onsoz

Bu kitap okuyucuyu matematigi 6grenmeye degil, matema-
tiksel diistinmeyi tartisarak anlamaya ¢agirmaktadir.

Okuyucunun 6yle bir etkinlige girmesi i¢in orta 6grenim yil-
larinda 6grendigi matematik yeterlidir. Felsefi nitelikte bir tartig-
ma iliskin oldugu alanin bilgisini gerektirir, kuskusuz; ama an-
laml bir yasam deneyimiyle birlesen entelektiiel ilgi bu amag i¢in
¢ok daha 6nemlidir.

Matematik teknik goériniimiiyle pek ¢ok kimseyi iirkiiten bir
konudur. Oysa soyut formiillerin gerisinde daha diizenli ve kesin
bi¢imiyle, alisik oldugumuz giinliik diisiince vardir. Bagka bir de-
yisle, matematikte bize yabanci gelen digiincenin kendisi degil,
distinceyi dile getiren kimi 6zel simgelerdir. Gergi giinliik diisiin-
me daha ¢ok somut nesne ve olgulara yonelik bir etkinliktir. Ma-
tematiksel diisiinmenin 6zelligi ise somut olgusal iligkileri bile so-
yut terimlerle dile getirebilme, genele agilabilme giictinde kendi-
ni gostermektedir. Ne var ki, temelde ikisi de ayn1 mantiga bagli-
dir. Ikisinde de ulagilan sonuglari elden geldigince saglam ve do-
yurucu onciillere dayama sorumlulugu vardir.

Matematiksel Diisiinme daha 6nce yayimlanan Bilim Felse-
fesi yapitima kosut bir ¢alismadir; alti yillik bir ugrasin tirtinii-
dir. Kitabin 6nemli bir bolimiint 1983-1985 yillarinda misafir
ogretim Uyesi olarak bulundugum California State University,
Northridge’de katildigim bir seminerde igledigim konular olus-
turmaktadir. Seminer ¢alismalarini benimle paylasan, tartigma-
larindan genis 6lctide yararlandigim meslektas ve d6grencilerime
stikran borcumu dile getirmek isterim.

Kitabin sonunda yer alan on ¢eviri metin, hem asil metinde
yer alan tartismay1 zenginlestirmek, hem de, sorunsal noktalara
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151k tutmak amaciyla segilmistir. Yetkili kalemlerin tirtinti olan bu
metinlerin iiniversitelerimizde felsefe seminer ¢aligmalari i¢in de
aranilan bir kaynak olusturacagi umulur.

Matematik felsefesi Bati kiiltiir diinyasinda son ytzyil icinde
yogun bicimde iglenen bir diisiin alan1 olmustur. Dilimizde he-
niiz bu alanda ne telif, ne de geviri bir yayina rastlamamaktayiz.
Elinizdeki kitap bu boslugu doldurma yolunda bir ilk deneme-
dir; yeni yayinlara yol agarsa, yazar emegini yeterince degerlendi-
rilmis sayacaktir.

Cemal Yildirim
[da Tepe, Ak¢ay, Nisan 1988

Ikinci Basim I¢in Onsoz

Matematiksel Diisiinme'nin yeni bir basim olanagi bulmasini,
diisiin alanina ilginin olumlu bir gostergesi sayiyor, kivang duyu-
yorum. Yayinevi, bu tiirden bir yapitin yeterli sayida okyucu bu-
lamayacagi riskini goze alarak, salt diisiin yasamimiza hizmet so-
rumluluguyla, ilk basimi tistlenmisti. Bu kez dyle bir riskin du-
yulmamasi gercekten sevindirici bir gelismedir.

Kitabim ikinci basima, kimi diizeltme ve genisletmeler disin-
da EKLER boliimiine konan iki yeni ¢eviri metinle girmektedir.
Okuyucularin bu ¢aligmalarla kitabi daha doyurucu bulacaklari-
n1 umuyorum.

Cemal Yildirim
Ida Tepe, Ak¢ay, Ocak, 1996
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I. BOLUM

Giris

Matematik Nedir?

Matematigin degerini bilmeyen ya da yadsiyan kisilerin say1-
st higbir donemde fazla olmamistir. Bilim ve ona dayali teknolo-
jinin giderek artan olcilerde etkiledigi, hatta bicimledigi cagdas
yasamda ise matematigin degeri tartisilmaz bir konudur. En azin-
dan sayma, toplama ve ¢arpma gibi temel hesaplama islemlerini
bilmeksizin kisinin herhangi bir toplumda etkili bir yagam stir-
diirmesi distiniilebilir mi?

Ne var ki, 6nemi hemen herkesce bilinen matematigin ne ol-
dugu sorusu diin oldugu gibi bugiin de agikliga kavusturulmus
bir soru degildir. Antik Yunan’dan giintimiize degin diistintirleri
ugrastiran bir soruya, ¢cogu kez birbirine ters diisen yanitlar veril-
mistir. Ama bunlardan higbirinin tiimiiyle doyurucu oldugu soy-
lenemez. Matematikgilerin bile bu konuda yeterince aciklik i¢in-
de olduklarini sdylemek giic. Ustelik, “matematik nedir?” sorusu
sadece kuramsal diizeyde kalan bir soru da degildir. Giinliik ya-
sam islevlerinin vazgecilmez araci olan matematik, kuramsal ilgi
yaninda pratik ilgilerimiz agisindan da tizerinde durulmaya de-
ger bir konudur. Calismamizin amaci, bu soruyu irdeleyerek ma-
tematiksel diigiinmeyi tanitmak, bu tiir diistinmeyi niteleyen kav-
ram ve yontemleri, gelisme baglamlar: ve bilimsel iligkileri i¢in-
de ortaya koymaktir.

Matematik ¢ok yonli bir konudur; yaklasimimiz temel-
de mantiksal, ama bir 6l¢tide de tarihsel olacaktir. Yeri geldikge
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matematigin kiiltirel iliskilerine deginecek, hatta kavram ve il-
kelerinin olusmasinda yaratic1 imge, sezgi gibi 6znel distince et-
kinliklerinin roliinii yoklayacagiz. Konu bu yoniiyle, kuskusuz,
mantiksal olmaktan cok psikolojiktir. Tarih boyunca matematik-
sel diistincede yer alan doniigtimlere baktigimizda ¢ok yonli bir
aciklama geregini hemen gormekteyiz. Salt mantik ya da felse-
fe cercevesinde kalan ¢oziimlemelerle konuya hicbir asamasinda
yeterli 151810 tutulabilecegini bekleyemeyiz. Kaldi ki, matematik
kokleri ge¢misin derinliklerine uzanan bir gelismedir: Eski Misir
ve Babil’den giintimiize ulagan, giderek daha soyut ve karmagik
nitelik kazanan bir gelisme!

Her donemde ve tiim uygarliklarda yasami bitiinleyen sanat,
bilim, endiistri, tarim ve diger gtinltik gecim ugraslarinin etkili
aracini saglayan matematigi, ayn: zamanda, kendine 6zgili amag,
yontem ve sonugclariyla entelektiiel degeri yiiksek bir disiplin ola-
rak algilamaya ¢aligacagiz. Bagka bir deyisle, matematige iki de-
gisik acidan bakilabilir: (1) arag olarak, (2) amag olarak. Bilimi
de kapsayan tiim uygulama alanlarinda matematik bir anlatim ve
¢ikarsama aracidir. Matematikeinin goziinde ise, matematik bir
arag degil, bir amactir; degerini kendi icinde tasiyan, katiksiz bil-
me ilgimizin tiriind, bir diiginme ve dogruyu arama ugrasidir.

Calismamizin 6ziinli matematigin anlam, yontem ve gelisim
sorunlar1 olusturmaktadir. Ote yandan, matematigin 6zellikle
doga bilimleriyle iliskisine bakarak, ara¢ kimligini belirtmekten
de geri kalmayacagiz. Ancak ayrintilara girmeden 6nce, konuya
toplu bir bakigin yararl olacagini saniyoruz.

Sorumuza dénelim: Matematik nedir?

Her seyden once, tistiinkorii de olsa, bu soruyu yanitlamaliyiz.
Hemen belirtmeli ki, siirekli ¢abalara karsin, bu soruya yetkili ka-
falarin tizerinde birlestigi bir yanit hentiz verilememistir. Korle-
rin dokunarak tanilamaya ¢alistiklar: fil gibi: Matematik, kimisi-
ne gore kurallar1 belli satrang tiirtinden bir zek4 oyunu; kimisine
gore say1 tiriinden soyut nesneleri konu alan bir bilim; kimisine
gore bilim ve pratik yasam i¢in yararli bir hesaplama teknigi. Ma-
tematikgilerin goziinde ise matematik bizi dogruya, kesin bilgiye
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gotiiren biricik diisiinme yontemi. Matematigi “bilimlerin krali-
¢esi” sayanlar yaninda, hizmetinde gorenler de var. Hatta onu ne
oldugu, neyle ugrastig1 belli olmayan, salt bir zihinsel ¢ikarim ya
da dontstirme islemi diye niteleyen, ya da karmagik kavramsal
bir labirente benzeten saygin filozoflara rastlamaktayiz.

Goriliiyor ki, hazir verilmis bir tanimdan yola ¢ikarak ma-
tematigi anlamaya kalkmak, birbiriyle bagdasmaz degisik nitele-
melerden birine kapilmaktan ileri gegmeyecek. Bunun yerine bi-
zi tanim olusturmaya gotiirecek su ti¢ temel soruyu yanitlama da-
ha yararl olabilir:

(1) Matematigin konusu nedir?
(2) Matematiksel diisiinme yontemini nasil niteleyebiliriz?
(3) Matematikte ulasilan sonuglarin 6zelligi nedir?

Calismamizda nirengi noktalar1 olarak aldigimiz bu sorulara
simdilik genel nitelikte, kisa yanitlar vermekle yetinecegiz; ayrin-
tili irdelemeyi ileriki boliimlere birakiyoruz.

Matematigin konusunu, kisaca sGylemek gerekirse, say1, nok-
ta, kiitme gibi soyut nesneler ve bu tiir nesneler arasindaki ilig-
kiler olusturmaktadir."’ Matematik¢i bu nesnelerin ézelliklerini
ve aralarindaki iligkileri ortaya ¢ikarma, genelleme ve ulagtig1 so-
nuglar1 ispatlama cabasi igindedir. Ornegin tek sayilara iligkin su
ozelligi alalim:

1 = 1?

1+3 = 2?
1+3+5 = 3°
1+3+5+7 = 4°

Lo

(1) Unlii 18. yiizy1l Encyclopédie Methodique matematigi, “Biiyiikliiklerin sayilabi-
lir veya 6lgiilebilir 6zelliklerini konu alan bilim” diye tanimlamigti. Kimi ders
kitaplarinda matematigin bugiin bile nicelik ya da diipediiz say: bilimi diye
tamimlandigini gormekteyiz. Ancak bu tanim yetersizdir: Sayz ile iligkisi olma-
yan, 6l¢me ve koordinatlara dayanmayan projektif ve betimsel geometriler bu
tanimin dar gercevesi disinda kalmaktadir.
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Boyle bir “gozlem” matematikeiyi genel bir iligkinin varli-
g1 hipotezine gotiiriir. Nitekim 6rnegimizdeki iliskinin matema-
tikte soyle bir genelleme biciminde dile getirildigini gormekte-
yiz: I’den baslayarak n sayida tek sayinin toplami n2’ye esittir.

Simdi matematikgi bu genellemenin dogrulugunu, gozlemle-
digi iliskiyi daha fazla tek sayilar tizerinde yoklayarak degil, ispat-
layarak, yani genellemeyi dogru sayilan birtakim 6nctillerden ¢1-
karsayarak saptamaya calisir.

Kuskusuz bir tek drnege dayanarak genel bir yargida bulun-
mak gesitli yonlerden sakincalidir.! Ancak bir ilk niteleme ola-
rak soyle diyebiliriz: Matematik, 6rnegimizdeki tirden iliskileri
bulma ve ispatlama ¢alismasidir. Bu nitelemede, kalin ¢izgilerle
de olsa, matematigin iki asamali ydntemini bulmaktayiz: [lk asa-
ma, bir 6zellik ya da iliskiyi bulma, ortaya ¢ikarma ¢abasini; ikinci
asama bulunan, ortaya konan iliskiyi ispatlama siirecini icermek-
tedir. Bir iliskiyi bulma ya da sezinleme daha ¢ok yaratic1 imge,
sezgi ve deneyim gerektiren psikolojik bir olaydir; ispatlama ise,
kural ve olgiitleri belli “mantiksal yargilama” diyebilecegimiz bir
akil yiirdtmedir. Buna gére matematigi, sayi, nokta, kiime, fonk-
siyon tiiriinden soyut nesnelere 6zgii 6zellikleri ortaya ¢ikarma,
belirleme ve mantiksal olarak kanitlama (ispatlama) bilimi diye
tanimlayabiliriz.

Calismamiz boyunca goz 6niinde tutacagimiz bu tanim cesitli
yonlerden islenmeye ve agiklanmaya muhtactir. Ancak oncelikle
doga bilimleriyle bir karsilastirma yararli olacaktir.

(1) Kugkusuz matematikte “degismez bagmntilar” (invariant relations) denilen
iligkilere pek ¢ok ornek gosterilebilir. Geometrik sekillere iligkin su ti¢ bagintt
ortaokul 6grencilerinin bildigi 6rnekler arasindadr:

(1) Euler formiilii: Bir seklin késeleri K, yiizeyleri Y, ayritlari A ile gosterilirse,
bunlar arasinda daima K+Y=A+2 denklemi ile dile gelen bir bagint: vardir.

(2) Dizlem sekillerde kosegen sayisi: K = nn-3) (Denklemde K kosegen
sayisini, n kenar sayisini gostermektedir.)

(3) Diizlem kapali sekillerde i agilarin toplami: A = (n — 2) 180 (Denklemde A
i¢ agilar toplamini, n kenar sayisini gostermektedir.)
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Matematik ve Bilim

Matematigi de i¢ine alan tiim aragtirma alanlarinda elde edi-
len bulgular, ulagilan sonuglar onermelerde dile getirilir. Bu
onermeler, ayn1 zamanda, iliskin olduklar1 alanin konusunu be-
lirler. Ornegin, fizigin konusunu maddesel parcaciklarin kiitle,
devinim ve enerji gibi ozellikleri, bunlar arasindaki iliskiler; psi-
kolojinin konusunu insan (kimi zaman tiim canl organizmala-
rin) davraniglari olusturmaktadir. Matematigi tanimlarken sayi,
nokta, kiime gibi soyut nesnelerden soz ettik. Goriiltiyor ki, her
bilim alani oncelikle inceleme konusuyla kimlik kazanmaktadir.
Ancak konu yoniinden alanlar arasinda gordiigtimiiz farklarin
niteligi degisiktir. Fizik ile psikolojiyi alalim. Biri maddesel parca-
ciklarin kiitle, devinim, vb. 6zelliklerini, 6biirii insan davranigla-
rin1 inceleyen, birbirinden tiimiiyle ayr1 iki bilim dali. Ancak iki-
sini de matematikten ayiran ortak bir yanlari var: Olgusal icerik-
li olmalari. Fizik de, psikoloji de, konu yontinden tiim farklari-
na karsin olgusal bilimlerdir. Oysa matematigi olgusal bilim ola-
rak niteleyemeyiz. Matematigin ugras konusu nesneler olgusal
degil, kavramsaldir. Sayilari, 6rnegin, agag, tas, bulut, yildiz gi-
bi dogada buldugumuz nesnelerden sayabilir miyiz? Dogada sa-
yilar degil, olsa olsa sayilabilir nesneler vardir. Sayma bu tiir nes-
neler tizerinde yiiriitiilen bir islem, bir belirlemedir. Sayilar doga-
da gozlemlenen nesne ya da olgularin adi degil, sayma stirecin-
de zihnimizde olugan kavramlardir. Oyleyse, matematigi konu-
su agisindan empirik (olgusal) bilimlerle degil, tanimsal ya da bi-
¢imsel (formel) bir disiplin olan mantikla birlikte siniflamak da-
ha uygun olur.!

Matematik yontem ve sonuglar1 bakimindan da olgusal bilim-
lere degil, mantiga yakindir. Empirik bilimler inceleme konusu
olgular1 ve olgusal iliskileri betimleme ve agiklama yoluna gider;
gozlem, deney ve 6l¢me gibi islemler olgular: saptama ve betimle-
me araglarini olusturmakta; teori ya da hipotezler (agiklayici ge-

(1) Buayirimu degisik agilardan gereginden fazla keskin bulan J. S. Mill ve W. V. O.
Quine’in gorislerine ilerde deginecegiz. Bkz. VI. Bolim, s. 72.
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nellemeler) kurup test etme ise olgular1 agiklama yontemini sag-
lamaktadir.

Her bilim kendi alanindaki olgulari en doyurucu bigimde agik-
lama giicti tagiyan teori ya da teoriler kurma ve dogrulama cabasi
i¢cindedir. Matematikte durum oldukga farklidir. Burada gozlem-
sel olgular1 agiklama yerine, “algilanan” iligkileri teorem olarak
ispatlama cabasi vardi.") Ornegin, diizlem geometride ticgenle-
rin i¢ agilarinin toplamina iliskin teoremi alalim: Tim tiggenlerde
i¢ agilarin toplamu iki dik a¢inin toplamina (yani, 180%ye) esittir.
Kuskusuz bagslangicta bu, ticgenler tizerindeki 6l¢melere dayanan
bir tiir gozlemsel diyebilecegimiz bir genellemeydi. Bir kez, mate-
matikgi bu genellemeyi daha ¢ok ¢esit ve sayida tiggenleri yoklaya-
rak dogrulama yoluna gitmez, ya da bu kadariyla yetinmez. Son-
ra, tiggenlerin i¢ acilarinin toplaminin neden iki dik aginin topla-
mina esit oldugu matematikgiyi ugrastirmaz: Onun aradig agik-
lama degildir. O, 6nceden dogru kabul ettigi kimi ilke ya da var-
sayimlara bagvurarak buldugu iliskiyi ispatlama yoluna gider. Al-
gilanan bir iligkinin, daha dogrusu o iliskiyi dile getiren genelle-
menin teorem niteligi kazanmasi soz konusudur. Bu ise genelle-
menin ispatini gerektirir. Matematikgi su ya da bu sekilde algila-
dig iliskiyi ilging bulursa, onu a¢iklamayi degil, mantiksal kesin-
lige kavusturmay1 amaglar. Bagka bir deyisle, ispatin amaci teo-
remdir, yoksa ispatin onciillerini olusturan varsayim (aksiyom ya
da postulat)’larin dogrulanmasi degildir. Oysa, olgusal bilimlerde
gozlem konusu bir iliskiyi ispat degil, agiklama s6z konusudur. Bi-
limsel aciklama 6ncelikle 6nciillerin (6zellikle kuramsal nitelikte-
ki agiklayici genellemelerin) dogrulanmasina yoneliktir.

Ulasilan sonuglar agisindan bakildiginda, matematik ile em-
pirik bilimler arasinda gene temel bir fark goze carpmaktadir. Tki
alanda da ulasilan sonuglar 6nermelerde dile getirildiginden, fark
matematiksel bir 6nerme ile fizikten alinan bir 6nerme karsilagti-
rildiginda ortaya ¢ikacaktir:

(1) Buradaki “algilama” duyumsal olmaktan ¢ok zihinsel diyebilecegimiz bir algi-
lamadir.
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Fizikten bir 6nerme: Bir gazin hacmi, sicaklik sabit
tutuldugunda, basinci ile ters
orantilidir.

Matematikten bir 6énerme: 3+4=7

Ornek aldigimiz iki 6nermenin de dogru oldugunu biliyoruz.
Ancak bu ayni1 anlamda bir “dogruluk” degildir. Birinci 6nerme
olgusal bir iligkiyi, gazlarin hacmi ile basinci arasinda deneysel
yoldan belirlenen bir iliskiyi dile getirmektedir. Dogrulugu olgu-
saldir. Bilim adamui bu tiir onermelerin dogrulugunu gézlem ya
da deneye basvurarak belirler.

Ikinci 6nermeye gelince farkli bir durumla kargilasmaktayiz.
Burada gene bir iligki, iki say1 grubu arasinda bir esitlik iliskisi di-
le getirilmektedir. [lk bakista bu iliskinin de gdzleme dayali bir ge-
nelleme oldugu sanilabilir. Ger¢ekten, 3 elma ile 4 elmanin bir ara-
da 7 elma olusturdugunu gérmekteyiz. Elma yerine bagka nesneler
(ornegin, kalem, parmak, bilye, masa, yumurta, vb.) koysak, hep
ayni sonug ortaya ¢ikar. Ancak, matematiksel dogrulugun, olgusal
dogrulugun tersine, gozlem ya da deneye bagh olmadigini goste-
rebiliriz. Ornegin, mikroskop altina énce 3, sonra 4 mikrop koya-
lim: Saydigimizda birlikte 7 degil 8 mikrop buldugumuzu bir an
distinelim. Simdi beklentimize ters diisen bu gozleme dayanarak
3 + 4 = 7 6nermesini yanlis sayabilir miyiz? Onerme olgusal nite-
likte olsaydi, yanitimiz “evet” olacakti. Nitekim herhangi bir ga-
zin hacmi ile basinci arasinda beklentiye ters diisen tek bir gozlem,
o iligkiyi dile getiren genellemeyi yanlislamaya yeter. Oysa gozlem
sonucu ne olursa olsun, 3 + 4 = 7 dnermesini yanlislama olana-
g1 yoktur; hatta gozlemledigimiz nesneler mikrop degil, elma, ka-
lem, yumurta tiirtinden elle tutulur nesneler olsa, gene de, mate-
matiksel dnermeyi yanlis sayamayiz: Hatayr 6nermede degil, say-
ma islemimizde arariz, ya da bagka tiirlii agiklamaya calisiriz.

Bu farka iliskin ¢esitli goriis ve tartigmalarin ayrintilarini simdi-
lik bir yana birakip temel goriis ayriliklarina kisaca deginelim:

Gintimiizde olduk¢a yaygin olan mantiksal empirist gori-
se gore, matematiksel 6nermeler analitik ya da totolojik nitelik-



Dasiinsel yapisiyla matematik bilimi...

Matematidin kimligi antikcagdan gindmiize dedin tarbsiimaya
devam ediyor:

* Konusu ve yontemi bakimindan matematigi diger
entelektlel calismalardan ayiran Gzellikler nelerdir?

* Matematik nigin olgusal bilimler igin vazgegilmez bir arag?
& Matematiksel kesinlikten ne anliyoruz; “ispat” ne demektir?
» Matematik ile Mantik 5zdes midir?

* Matematigin kiltdr baglamindaki konumu, sanatla
iliskisi, ylksek editsel dederi nasil agiklanabilir?

Iste Matematiksel Diisiinme'de tartigilan baslica sorunlar bunlar.

Cemal Yildinm, matematigi teknik ya da islemsel yaniyla degil,
dislnsel yapisiyla ele aliyor, gozimlemelerini okuyucularin
kolayca anlayabilecedi agik ve yalin bir dille sunuyor.

Seckin disindrlerden alinan 10 metinle de farkll bir boyut
kazanan bu kitap, disin dinyamizda énemli bir boglugu
dolduruyor.

BN 978-975-14

L 1913-2
“ _I‘ ‘





